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Введение 
Установление резервов снижения виброактивности силовой трансмиссии в со-
ставе пассажирского и грузового колесного транспорта на основе совершенствова-
ния расчетных моделей и методов динамического анализа планетарных зубчатых пе-
редач является одной из актуальных научных задач машиноведения. Исследование 
влияния основных параметров колебательной системы на собственные частоты и 
формы колебаний вращающихся звеньев обеспечивает возможность предотвращения 
резонансов на рабочих скоростях, минимизации функции отклика и оптимизации 
конструкции передачи. На практике проектирование планетарной передачи всегда 
связано с многоцелевым подбором компонентов инерции подвижных звеньев, а так-
же жесткости зубчатых зацеплений, валов, опор, корпуса, соединений. 
Обеспечение равномерного распределения нагрузки между сателлитами, предот-
вращение резонанса, минимизация массы и габаритов передачи при заданном уровне 
показателей надежности – три основные взаимосвязанные цели проектирования. Не 
менее актуальной является задача вибродиагностики технического состояния плане-
тарных колесных редукторов (ПКР) в составе трансмиссии автобусов, троллейбусов, 
большегрузных автомобилей и других современных транспортных средств повы-
шенной проходимости, решение которой значительно упрощается на основе резуль-
татов динамического анализа колебательной системы без повреждений и с учетом 
особенностей их проявления [1], [2]. 
Анализ известных исследований 
Влияние отдельных параметров расчетной модели планетарной передачи на соб-
ственные частоты крутильных колебаний зубчатых колес рассмотрено в ряде совре-
менных исследований [3]–[5]. Наиболее полное системное исследование поперечных 
и крутильных колебаний планетарной передачи выполнено в работе [6]. Разработаны 
как циклически симметричные, так и асимметричные динамические модели, учиты-
вающие переменную жесткость многопарных зубчатых зацеплений, усредненную 
жесткость подшипников, неравномерное по окружности расположение сателлитов  
и другие параметры упругой системы. При этом разработанные модели непосредст-
венно не применимы для целей вибродиагностики технического состояния ПКР, так 
как не учитывают системное влияние переменной жесткости эпицикла при возник-
новении усталостной трещины. 
Постановка задачи 
Целью исследования является формирование математической модели колебаний 
системы ПКР с «плавающей» конструкцией солнечной шестерни, опорами которой 
являются сателлиты, с учетом поперечных и крутильных колебаний шестерни, води-
ла, эпицикла и сателлитов. При этом планетарная передача принята «точной под на-
грузкой», что обосновано анализом типовых режимов нагружения ПКР в составе 
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трансмиссии троллейбусов [7]. Основной задачей исследования является определе-
ние спектра главных частот ПКР с учетом параметров жесткости основных элемен-
тов системы, включая переменную жесткость эпицикла при наличии повреждения. 
Определение спектра главных частот ПКР 
Рассмотрена динамическая модель планетарной передачи (рис. 1), каждое из ки-
нематических звеньев которой (водило, эпицикл, солнечная шестерня и сателлиты) 
имеет две поступательные и одну вращательную степень свободы. 
 
Рис. 1. Обобщенная расчетная модель ПКР: 
1 – солнечная шестерня; 2 – водило; 3 – сателлиты; 4 – эпицикл 
Приняв коэффициенты жесткости элементов упругой системы постоянными, для 
моделирования свободных колебаний зубчатых колес принять систему линейных 
дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами в виде: 
 ,0 CqqBqA   (1) 
где CBA ,,  – квадратные симметричные матрицы, соответственно, обобщенных ко-
эффициентов инерции, сил сопротивления и жесткости; qqq ,,  – матрицы-столбцы 
обобщенных координат, скоростей и ускорений. 
Частотное уравнение для колебательной системы без учета сил сопротивления 
имеет вид:  
 .02  AC  (2) 
Корни частотного уравнения – главные частоты свободных колебаний, зависят 
от инерционных и упругих параметров системы, задаваемых матрицами А и С, опре-






























jiji qqaT    (3) 
где ;, ji qq  ;, ji qq   jic ,  и jia ,  – соответственно, обобщенные координаты, скорости, 
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При упругом отклонении подвижных звеньев ПКР от установившегося движения 
с постоянной скоростью уравнение для определения потенциальной энергии систе-
мы имеет вид: 
 rpsprucusuprc  , (4) 
где индексы соответствуют следующим элементам: s – солнечной шестерне (sun); c – 
водилу (carrier); r – эпициклу (ring); p – сателлитам (planet); prc  ,,  – потенци-
альная энергия поперечных деформаций опор, соответственно, водила, эпицикла  
и сателлитов; rucusu  ,,  – потенциальная энергия крутильных деформаций шес-
терни, водила и эпицикла; rpsp  ,  – потенциальная энергия деформаций зацеплений 
«сателлит–шестерня» (sp) и «сателлит–эпицикл» (rp). 
Для дальнейших преобразований введены следующие обозначения (рис. 1):  
,sx  ,sy  iirrcc yxyx  ,,,,,  (і = 1…N) – поперечные смещения осей шестерни, води-
ла, эпицикла и сателлитов вследствие упругих деформаций; N – число сателлитов; 
prcs rrrr ,,,  – радиусы основных окружностей шестерни, водила, эпицикла и сател-
литов; prc ccc ,,  – коэффициенты жесткости подшипников в опорах водила, эпицик-
ла и сателлитов; rpsp cc ,  – коэффициенты жесткости зацеплений шестерни и эпицик-
ла с сателлитами; rucusu ccc ,,  – коэффициенты приведенной крутильной жесткости 
шестерни, водила и эпицикла; 
iprc
 ,,  – поперечные деформации осей водила, 
эпицикла и сателлитов; 
ii rpsp
 ,  – деформации зубчатого зацепления сателлитов  
с шестерней и эпициклом; ircs uuuu ,,,  – упругие перемещения по дугам основных 
окружностей шестерни, водила, эпицикла и сателлитов.  
































cccucucuccc  (6) 
В соответствии с расчетными схемами упругих перемещений (рис. 2 и 3) дефор-
мации элементов системы связаны следующими уравнениями: 
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где 1  и i  – угловая ориентация оси первого и і-го сателлита относительно оси х; 
w  – угол зацепления. 
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Рис. 2. Схема деформаций зубьев шестерни  
и сателлитов (упругий элемент жесткостью spc ), 
поперечных перемещений оси шестерни ),,( ss yx  
осей сателлитов ),( ii  и окружных  
деформаций ),( is uu  
Рис. 3. Схема деформаций зубьев эпицикла  
и сателлитов (упругий элемент жесткостью ),rpc  
поперечных перемещений оси эпицикла ),,( rr yx  
осей сателлитов ),( ii   и окружных  
деформаций iu  
В результате подстановок (7) в (6) получено  
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В последующих уравнениях приняты следующие обозначения: 
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В результате преобразований уравнения (8) с учетом (9) и (10) определены 
обобщенные коэффициенты жесткости (элементы матрицы С) для ПКР модели Raba 
118/76 с тремя сателлитами (N = 3) в виде: 
































































































































Элементы матрицы С, не приведенные в (12) и (13), равны нулю. 
Кинетическая энергия упругой системы (рис. 1) представлена в виде: 
 






















































,    (14) 
где ,sm  ,cm  ,rm  pm  и prcs JJJJ ,,,  – массы и осевые моменты инерции шестерни, 
водила, эпицикла и сателлитов; точкой вверху обозначены производные соответст-
вующих перемещений по времени. 
С учетом выражений для обобщенных скоростей получены элементы матрицы А 
в виде: 




























Матрица А диагональная, следовательно, колебательная система ПКР не являет-
ся связанной по коэффициентам инерции. По результатам формирования матриц С  
и А, согласно (11), (12), (13) и (15) определены главные частоты системы ПКР в виде 
корней частотного уравнения (2). Исследование спектра главных частот системы 
(рис. 1) выполнено для конструкции ПКР модели Raba 118/76 (см. таблицу). 
Параметры элементов динамической модели ПКР 
Элемент модели 








Масса, кг m 1,9 6,8 13,8 0,85 
Приведенная масса, кг I/r2 1,16 5,36 13,88 0,52 
Диаметр основной  
окружности, мм db 79,404 195,45 157,5 58,026 
Жесткость зубьев, Н/м csp = crp 3,0 · 108 
Жесткость опор, Н/м cp = cr = cc 108 
Приведенная крутильная  
жесткость, Н/м cru 106 
Угол зацепления, град w  25,28 
 















Поскольку рабочий диапазон частот возбуждения вибраций ПКР в составе трол-
лейбуса на эксплуатационных скоростях движения существенно ниже значения 
,c337 11
  следовательно, нормативная вибростойкость конструкции при техниче-
ски исправном состоянии всех ее элементов обеспечена. 
Для обоснования эффективности вибродиагностики технического состояния де-
талей ПКР на фоне резонансных процессов выполнено исследование функций глав-
ных частот )( rui c  от приведенной крутильной жесткости эпицикла (рис. 4). 
Изменение приведенной крутильной жесткости эпицикла ruc в процессе развития 
усталостной трещины приводит к понижению в 2–3 раза значений первой и второй 
главной частоты ПКР. Следовательно, подтверждена возможность моделирования на 
испытательном стенде резонансных процессов в рабочем диапазоне частот ПКР 
троллейбусов с целью вибродиагностики их технического состояния [8]. 
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Рис. 4. Графики функций )( rui c  (i = 1, 2, …, 18 номер главной частоты спектра) 
Заключение 
1. По результатам моделирования и исследования спектра главных частот плане-
тарного механизма с плавающей солнечной шестерней в составе ПКР троллейбусов 
ЮМЗ-Т1, -Т2 и ЗИУ-9 установлено, что рабочий диапазон частот возбуждения виб-
раций на эксплуатационных скоростях движения существенно ниже значения первой 
главной частоты, следовательно, нормативная вибростойкость конструкции при тех-
нически исправном состоянии ее деталей обеспечена. 
2. Установлено, что снижение приведенной крутильной жесткости эпицикла  
в диапазоне значений (106–105) Н/м приводит к уменьшению в 2–3 раза значений пе-
рвой и второй главной частоты, что позволяет моделировать на испытательном стен-
де резонансные процессы в рабочем диапазоне частот ПКР троллейбусов с целью 
вибродиагностики их технического состояния. 
3. Разработанная динамическая модель обеспечивает возможности исследования 
и оптимизации взаимовлияния основных параметров колебательной системы при 
проектировании конструкций ПКР с пониженной виброактивностью. 
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